Miiller. Die Ableitung der krystallometrischen Grundgleichungen. B1h

Allgemeine Ableitung der krystallometrischen Grund-
gleichungen.
Vom Schulrathe Dr. J. I T. Miiller zu Wiesbaden.

Bei krystallometrischen Untersuchungen erscheint es vortheilhaft.
von derjenigen Form auszugehen, welehe die Grundformen siimmt-
licher Krystallsysteme in sich hegreift, weil alsdaun aus einem. wenn
anch ctwas verwickelteren Gesetze sich die fiir alle ibrigen unter-
geordneten Fille leicht ableiten lassen, und weil man zugleich den
inneren Zusammenhang des Ganzen desto leichter und vollstindiger
iibersieht. Diese Erwiigung hat mich veranlasst, das sechseckige
Achtflach, worin je zweiGegenflichen einander paral-
lel sind, in Beziehung auf Krystallometrie niher zu betrachten.

Setzt man bei diesem Korper voraus, dass dessen drei Ecken-
axen, sowie die Winkel, unter denen diese einander in ihrem gemein-
schaftlichen Halbirungspunkte schneiden, Dbeliebig gross und von
cinander unabhéngig sind, so entspricht derselbe in der That jenen
Anforderungen volliger Allgemeinheit, indem er selbst die sechs-
seitige Doppelpyramide involvirt. deren sechs Randecken fiir irgend
cine Flichenaxe jenes Achtflaches in die Halbirungspunkte der sechs
zugehorigen Zwischenkanten fallen. — Der Kiirze halber werde ich
hier dieses allgemeine sechseckige nnd achtflachige Pavallelepipedon
ein Oktaeder nennen, also diesen Namen in einer weiteren Bedeu-
tung gebrauchen, als in der Krystallographie gewihulich geschieht.
Ausserdem nithiget die nachfolgende Entwickelung, die Kanten von
den daranliegenden Flichenwinkeln oder Keilen zu unterscheiden.

Seien in Fig. (1) o/, a”; 0/, 0”; ¢/, ¢ die Scheitel der drei Paare
von vierflichigen Gegenecken unsers Oktaeders, so sind o’ a”, 8" 07,
¢ ¢ dessen Eckenaxen, die in ilirem Durchsehnittspunkte o halbirt
werden und die wir mit 2«4, 20, 2¢ hezeichnen wollen. Die paarweise
einander parallelen und congruenten dreieckigen Oktaederflichen

a'b ¢, a b, a e, a"
a’b”¢” , a’b" ¢, " ¢, a0
sollen mit

b ., ¢ ., B . 4
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und die paarweise cinander parallelen und gleichen Oktaederkanten,
so wie die daran licgenden Oktaederkeile

Bac’ , o'lal SeGeD W R A, o

B¢, a” , alh b L e, dl
mit

W 2 by . e 3 owy . by, c

bezeichnet werden.

Es ist jetat fiir die Krystallographic dic Aufgabe:
Aus den sechs gemessenen Oktacderkeilen
sowohl das Verhiiltniss der drei Halbaxen
a, b, ¢, als aneh die Griosse der drei Axen-
winkel be, ca. @b zu bereehnen,
welche, so viel mir bekannt, bisher noch nicht in dieser Allgemein-
heit hehandelt worden ist.

Dic direete Anflosung derselben fiihet auf ziemlich weitliufige
Rechnungen. Diese werden vermicden, wenn wir, in umgckehreter
Weise, wie man sonst in der Krystallkunde verfihrt. unser Holoeder
auf sein Hemieder zuriickfiilheen. Wir erweitern also die abweeh-
selnden Oktacderflichen Dbis zu deren gegenseitiger Abgrenzung,
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wodurch cin Tetraeder (dieses Wort ebenfalls im weiteren Sinne
genommen) entstelit.

Scien a'b'¢’, @’ 6" ¢ ;a"b ¢, a’0’¢ die zu erweiternden
Oktaederflichen und begrenzen diese das Tetracder abed, so dass
dessen Kanten

be, ca, ab; da, b6, bc = ', b,/, ¢/ @', b/, ¢’
dureh
a, b, ¢; a”, 07, ¢’
gehen.
Werden noch die den Scheiteln
a, b, ¢, ®
gegeniiber liegenden Tetracderflichen mit
4, B, C, D
hezeichnet, so ergeben sich sogleich die Beziehungen:
RO C s tas Dias o = 204y 21 23 2, 20z, 2¢., )
44, By, Cy, Dy = 44, 4D, 4C, 4D. (2)

Denkt man sich ferner z. B. durch die Axen ©'6”, ¢ ¢” die Dia-
gonaltliche b'¢' b’ ¢”"= P, gelegt, so ist wegen der Parallelitit der
Kanten be, 6" ¢/, 0”¢” in dem zugehibrigen dreiseitigen prismatischen
taume die Summe der drei Keile, welche die Flichen o’ 8¢/, a'8” ¢”,
b'¢’ 6”¢” mit einander bilden, = 1800 Da aber, weil die Gegen-
flichen des Oktacders parallel sind, der Keil a'6”¢”, P, = dem Keile
a’'b’ ¢/, P, ist, so erhalten wir

ar b/ I, Pa + a/ b”c”, I,a —— al [)I /’ 1)8 + Clqb/ C,, I)a ~
dem Oktaederkeile 0'¢ = «,,

und eben so fiir alle iibrigen. Dies gibt die dritte und zwar die Haupt-
heziehung zwischen dem Tetraeder und Oktaeder, nimlich

di+u, =0+ b =¢)+ ¢, =
=y + g = by | by = s + e = (80", (3)

wornach je ein Tetraeder- und Oktaederkeil, deren Kanten parallel
sind. einander zn 180° ergiinzen.
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ierbet ist nicht zu iibersehen, dass, wenn wir das Oktaeder
auf eine seiner I"ldchen, z B. auf D, stellen, den zugehirigen
Grundkeilen «y, by, ¢, im Tetracder die der Ecke d zugehirigen
Keile o'y, ¥y, ¢y den Zwischenkeilen g, bsy ¢, des Oktacders
aber die der Tetraederfliiche D’ anliegenden Keile a’y, 0y, ¢,
entsprechen.

Sonaeh redueirt sich die Untersnchung unseres Oktaeders auf
die seiner Hemiedrie, so dass wir jetzt aus den Keilen des Te-
traeders das Verhiiltniss und die gegenscitige Lage
voudessen drei Kantenaxen zubestimmen haben.

Zuniichst ergibt sich hivraus, dass die seehs Oktaederkeile von
cinander abhingig sind, weil die nimliche Eigenschaft anch jedem
Tetracder zukommt. Wir erhalten demnach, wenn die bekannle Car-
not'sehe Tetraederformel auf das Oktaeder ibertragen wird, die
quadratische Bedingungsgleichung fiie die sechs Oktaederkeile:

cos i 4 cos b+ cos ¢} -} cos @+ cos by} cos ¢
4 2¢os a, cos wy cos by cos by, 2c0s ¢y cos «, oS ¢ €08 ¢,
+ 2cos by cos by cos ¢y cos ¢,
— 1 4 2008 ¢, cos by cas ¢y -+ 2cos ay cos by cos ¢y
—+ 2c08 @y cos by cos ¢y - 2c0s «, cos by cos ¢,
4+ cos «; cos @ cos b cos b4 cos ¢f cos .
worin
(e by ¢4y €y by 01 4 by ¢y, @y by e, Zwischenkeile,
ty fts Oy b, o 0 g 0y oy by by )¢5 Eckenkeile,
und ty ty . by by, ¢ ¢y Gegenkeile in den Ecken

des Oktaeders sind. — Diese Gleichung kanu zor Priifung der Schirfe
der Messungen angewendet werden.
Aus der Gouiometrie ist bekaunt, dass file drei ganz bheliebige
inle q el
Winkel ¢, 7, ¢ sets

1 — cos p2—cos g — cos P2+ 2e0s p cos g cos
=44dsint(¢ty+P)sint (—o+ 7+ sint (p—x+9)
siny (94 7—9)3
il
I —cos ',92—('415' 72— cos P2—2c0s @ cos y cos P
=—4cosy (¢ Fy-tv) cost(—pty+9P) cos i (p—x+¥)
cos b (¢+7—1P)
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ist, und dass diese logarithmischen Werthe beziehungsweise mit 412
und mit 4.2 hezeichnet werden.

Tragen wir diese Ausdriicke auf unser Tetraeder iiber, so liegen
an dessen Ecken

a 8 b 5 ¢ 5 b
dic Keile
Wy e @ 8 @y Wap Fa 5 W Tay &5 8 Wap U @ 4
deren A-Functionen demnach mit
AN ANy ; A, 5 Ay
zu hezeichnen sein werden.

Nun ist aus der Tetraedrometrie bekannt, dass in jedwedem
Tetracder der Quotient jeder Tetraederfliche durch dic A-Function
ibrer Gegenecke constant, d. h. dass

! B 7/ D
R T L
ist.

Da aber z. B. ¢, = 1809 — «'y; b, = 1800—14'y; ¢, = 1800
— ¢/, gefunden war, so geht

1 —cos a’i—cos b —cos ¢'s — 2co0s 'y cos b’y cos ¢y
in
1 —cos a3— cos b— cos ¢; 4+ 2cos a, cos b, cos c,

also iiberhaupt jede A-Function des Tetraeders in die entsprechende
L-Function des Oktaeders iiber, und da zugleieh die Tetracderflichen
sich wie dic entsprechenden Oktaederflichen verhalten, so istim
Oktaeder

A _B_C_D_ .
L, L, - - L%

d. 1. der Quotient jeder Oktacderfliche durch die L-Funetion der ihr
zugehorigen Zwischenkeile ebenfalls constant. Diese Eigenschaft
setzt uns in den Stand, aus den Keilen und Fliichen des Tetracders,
und somit auch des Oktaeders, die Kanten zu bestimmen.

Es ist nimlich z. B.

bocy sinbhde — 24’
oty sincha = 28
Wy l's sine adb = 207

Sitzb. d. mathem.-naturw, Cl. XI11. Bd. UL Tt 3%

(5

(6)
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woraus sich mit Leichtigkeit z. B.

2B°C' sincda. sinadrh
A sin bdc

e

'

ergibt. Nun weiss man aus der sphiirischen Trigonometrie, dass
200 2\,

sin b’y . sin ¢’y sin ¢’y . sin dy

erhiilt also durch Einsetzung dieser Werthe in die vorige Gleichung

st bhe = 3 Sincha = ;... ist. Man

A'D" . sin &%
\ 7 s
o &N

2 ! L] ”
= - 3'C’ . sin a'; -
(l) 03 = —F—5—— ; ;=
AT o ’

und nach Substitution der sich aus (8) ergebenden Flichenbezic-
hungen, welchen zufolge

A=K N, : B= B, ; C'=K.N, ; D'— Bl

S a’; A A sin K o' AL sin a3 K
T = LN = il 5 fiie
(l ) 1\la ;\/b - i : ‘\l(- A 1 ’

= L,..., so erhilt

[

Weil aber «, =2u,, ..; D' = 4D ..; X
man hieraus augenblicklich fir das Oktacder:

Ull, o & & - W lbe o o
; —sinws. K 5 & =" sin az.K ;
a. L L 2 ; LELcSZ“I’
P b, o g e 5 Ul 5 e
(9) = Ij’ l:: sin 3. K 5 0F LE Ij sin b;. K ;
b > £l ¢
. L L Jgww. .. . L. L
;= sincs. K ;3 ¢ = sin ¢;. K.
ce= . sinc. 5 o= o sin g

Um daher das Quadrat einer Oktaederkante zu finden, hat
man nur von den dieser Kante anliegenden Fliichen, so
wie von den ihr nieht anliegenden Flichen die Zwischen-
keile zu nehmen, das Product der L-Funetionen der bei-
den ersteren dureh das der beiden Ietzteren zu dividiren,
und den Quotienten mit dem Quadrate vom Sinus des der
fraglichen Kante zugehirigen Oktacderkeils der Oktae-
derconstante zu multipliciren.

In jenen Formeln ist demnach
L,=1Vsin 1 (a4 b~ ey) R’.’I; (—ttz -+ by + e sin ;("2_1)‘_{_(')
! sin :': (et b —er);
Oy — i G b e i (a0 b+ sin Yei—bser)
sin :1 (i + bo—ey)s
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Lo=vsin} (ay+ by + ) sin oy (—ay+ by + ¢2) sin y(ay—0b,4-c¢2)
siny (a4 by —es);

Ly =V siny (a4 b2+ ) sin g (—aa+ by 4 ¢2) sin y(a:—b:4-¢2)
sin g (ty+bs—¢:);

wesshalb diesetbe eine ununterbrochene logarithmische Berechnung

der Kanten zulassen, was fiir die Anwendung von Werth ist.
Auch folgt beiliufig noch aus (9), dass in unserem Oktaeder

ay a, . g i _ @ @

'd
—_— = = : = — : = K
stn ay sin ¢, sinby sin b, Sin ey sincy

sein muss, welehe Bezichung fiic andere Zwecke als die gegenwiir-
tigen vielfache Brauchbarkeit hat.

Nachdem jetzt die Oktaederkanten durch die Keile bestimmt
sind, ist es leicht, hieraus dic Axen zu finden. In den drei Diago-
nalparallelogrammen

Brcr[)ll Il, clalcl/a(/, q![’lallbll
niimlieh ist nach einem hekannten planimetrischen Satze

42 Aer=2ai 4 245
4o - hat = 20+ 20%;
ba® - 4b2=2¢1 + 2¢;.

Diese Gleichungen geben sofort die Werthe der drei Oktacder-
axen dureh dessen Kanten, niamlich:

bo*= — i — a3+ U334 ¢ ¢

bor= -+ a3— 07— b+ &+ 3

ber=tai+ 3+ 0+ bi—ci— e
in welche Gleichungen man nur die in (9) enthaltenen Ausdriicke
einzusetzen hat, um die Axen unmittelbar durch die Keile aus-
zudriicken.

Nuchdem jetzt ausser den Kanten «,, as, .. auch die Axen ¢, &, ¢
des Oktaeders gefunden sind, lassen sich eben so leicht aueh die
Axenwinkel bestimmen. Legt man hierhei diejenige Ecke in o zu
Grunde, welche der Fliche D gegeniiber liegt, und bezeichnet die
Winkel

boc , ¢va’ , ol

. A A A
mit be , ca , ab,

(10)

(1

(12)
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so hat man
— ;D et

A
cos be = -
20¢

und weil nach (12)
04 cr=Lai+ 1

ist,

—ai+ @ by — Ui+ b

—_— ({ —= ——
B > cosca 4ac

=G AE o

A
; oS b=
’ Aab

AS
cos be =
Viicde, jedoch ohne Vortheil fiir die Rechnung, ein von den
Axen giinzlieh freier Ausdruek fiir die Axenwinkel verlangt, so wiire
cos be?
sin be*
zu suchen. Dann erhielte man nach gehbriger Vercinfachung und
Umformung

A A A
noch 1 —cos he2= sin be* zu berechnen, und = tany be?

v 2y + b7 4 bi—eci—e3) Ry ay—b;— b3 —{-c“—{—c‘)

A
lang be =

—dy + a3
tany o) o AR R “'_"ﬂ:zz)ﬁ_(;b‘b:—v,—c taitad),
tang ab = Y Bt a +“'—’)x:’;s)ﬁf":w,—u‘—u + 0 +b)

Sonach sind aus den sechs Oktaederkeilen sowohl die Axen-
verhiilltnisse, als die Axenwinkel, und zwar ohne Hilfe von Coor-
dinaten, auf vollig clementarem Wege durch Rechnung abgeleitet
worden, wobet es sich von selbst versteht, dass. weil es in der
Krystallographie Dlos auf die Gestalt ankommt, die Oktaedercon-
stante = 1 zu setzen ist.

Iis werden nun noch die obigen allgemeinen Formeln auf die
versehiedenen Krystallsysteme anzuwenden sein.

Werden alle Oktaederkeile cinander gleich,

WG = = b = .. = m,
so erhiilt man aus der Bedingungsgleichung (4)
1 — G cos m*~+ 8 cos m® — 3 cos m* = 0.
Hier Eisst sich die linke Seite in Factoren zerlegen, indem
I — G cosm4-8 cosm® — 3 cosm* = (1 — cosm)® (1 4+ 3 cosm)
Die Wurzeln der Gleichung sind demnach

cosm = 1; cosm= —1
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deren erstere auf m = o fithrt, also hier unbrauchbar ist, wihrend
die letztere den Cosinus des Keils vom reguliiren Oktacder gibt.
Findet sich erstens

so wird
Ly = Iy = Iy = Il
folglich auch
O =ds 5 by="0, ; ¢, =,
wegen (9), und wegen (13)
A A A
c0s be = cos ca = cos ab =0,
also
A A A o
s =g ===
Sind je zwei Oktacderkeile, deren Kanten in einer und dersel-
ben Diagonalfliche liegen, einander gleich, so sind die Axen des
Oktaeders aklinisch, indem sie auf einander senkrecht stehen, und
die Diagonalfiichen sind gleichseitige Parallclogramme.
Ist ausserdem

1) (;, = 1;,=5,,

2) ;11(=)l;, Dby = o

3) i (=)by 3 bi(=)er 5 e (=)a,
so wird auch beziehungsweise

G = by=c,
ty (=)b1 s b = ¢,
a(=)by 5 b (=)ey 5 e (=)
und daher auch
M = h=@3
wa(=)b ;b = c;
(=) LR o e =) e
wo m (=) n bedeutet, dass m ungleich » sei.
Wenn zweitens

A A A A
a(=)a, ; by=10
gefunden wird, so ergibt sich
A A A
cos be (=)0 5 cos ca = cos abh=0,

also be(=)90° 5 ca—ub  90e,
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wesshalb dann die Axenmonokliniseh sind.
Wird drittens

A A

A A A A
a (=) s by (=)by 5 er=0c2

gefunden, so zeigt sich, dass

A A A

be(=)90° ; uc(=)90° ; ab=90°,
dass also die Axen diklinisech sind.

Die Ungleichheit viertens aller drei Paare von Keilen gibt

das triklinische Axensystem, womit dann die Grundformen aller

Krystallsysteme erschopft sind.
Fig. 2.

Sebliesslich soll hier noch die sechsseitige Doppelpyra-
mide aus dem Oktaeder abgeleitet werden. Dureh ein Oktaeder
mit beliebig grossen und beliebig geneigten Axen sind vier ver-
sehiedene solehe Doppelpyramiden bestimmt, welche ihre Spitzen in
den Schwerpunkten zweier Gegenflichen und ihre Randecken in den
[lalbirungspunkten der zugehirigen sechs Zwischenkanten haben.
Wir wollen diese Pyramiden, je nachdem sie zu den Oktaederflichen

D, C, Db, A
aehiren, mit D, C, B, A
und die Sechsecke mit S, S, S,, S,
bezeichnen.

Dann sind z. B. in Fig. (2) in © die drei Nebenaxen parallel
und gleich den Kanten «y, by, ¢, des Dreiecks D, wesshalb sie ein-
ander unler denselben Winkeln halbiren, welche die Seiten «y, 0y, ¢,
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mit einander bilden, und in cinem mit den Oktaederflichen D
parallelen Sechsecke, hier S,, liegen.

Die Hauptaxe von ® fillt, wie man sich augenblicklich iiberzeugt,
lings der Verbindungslinie des Scheitels b mit der Fliche 2" in dem
zum Oktacder gehirigen Tetraeder. Sie ist daher halb so gross als
diese Tetracderschwerlinic und hat gegen das Seehseck S, dieselbe
Neigung, als diese Schwerlinie gegen die Tetracderfliche ', so duss
sich die Hauptaxe von ® wie deren Neigung gegen S, aus den ent-
sprechenden Eigensehaften des Tetraeders vollstindig bestimmen, und
zuletzt durch die Oktaederkanten oder Oktaederkeile ausdriicken liesse.

Da aber in der Krystallkunde nur solche sechsseitige Doppel-
pyramiden in Betracht kommen, deren Hauptaxe auf den drei Neben-
axen senkrecht steht, und worin zugleich die Nebenaxen unter ein-
ander gleiche Grisse und Neigung haben: so bedarf es hier nicht
jener allgemeinen Untersuchung, indem wir blos zu ermitteln haben,
aus welchen Oktaedern sich dicse besonderen Doppelpyramiden her-
vorbringen lassen.

Weil dic Nebenaxen einander gleich sein sollen, so miissen den
obigen allgemeinen Erdrterungen zufolge die Seiten des Dreiecks D
einander gleieh sein, woraus dann von selbst folgt, dass die drei
Axenauch gleiche Winkel miteinander bilden. Damit ferner die Haupt-
axe von ® auf S, senkrecht stehe, so muss auch die mit ihr zusam-
menfallende Tetraederschwerlinie auf der Tetraederfliche D" senk-
recht stchen. Nun ist D’ ein gleichseitiges Dreieck, weil D ein
solches war. Es steht daher der Schwerpunkt von D' von dessen drei
Eecken gleich weit ab. Demnach miissen auch die der Ecke d anlie-
genden Tetracderkanten «’y, 0';, ¢/, einander gleieh sein. Tragenwir
diese Bedingungen auf das Oktaeder iiber, so ergibt sieh fir unser
®, dass von dessen Kanten a; = 0, = ¢, = my, so wie ¢, = b, =

¢, = m, sein muss. Ausserdem sind in dem zugehirigen Tetraeder
sowoll die der Fliiche D', als auch die der Gegenecke d anliegenden
Keile einander gleich, wesshalb auch im Oktaeder

A A A A
G = b, = ¢, = my;
A

A A A
=0, = ¢, = m,

und demnach auch

= My = 1L,
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ist, wiihrend L einen hiervon verschiedenen Werth haben kann, weil
letztere Function blos von a, abhiingt. Hicraus geht hervor,
dass eine sechsseitige Doppelpyramide mit drei gleichen und gleich
geneigten Nebenaxen und mit senkrechter Hauptaxe sich immer
aus einem Oktaeder hervorbringen lisst, worin die einem Fli-
chenpaare anliegenden, so wie die zugehbrigen Zwischenkeile
jede fiir sich einander gleich sind.

Die Hauptaxe der Doppelpyramide ist gleich der halben zuge-
horigen Sehwerlinie des Tetraeders, also = ¥ (m* — 1 my?), with-
rend jede Nebenaxe = m, ist, welche beiden Werthe sich endlich
nach (9) durch die Oktracderkeile ausdricken lassen. Hiermit ist
daher auch das Axenverhiiltniss unserer Pyramide aus den Oktaeder-
keilen bestimmt.

Bezeielnet © den Keil, welchen eine Seitenfliche unserer Dop-
pelpyramide mit dem Sechseck S, macht, so ist, wic man durch eine
leichte Rechnung findet,

9m;
Smi -+ 12m5°
—4m? + 12m
Sm? 4+ 12m3
—ame 9 2
tang ?2 _ 41}155—]; 12m3
und weil cos ¢ — sin9* = cos 29, so wird

13m; — 12m;

Smi 4+ 123

cos 9 =

sin 9% =

cos 2p =

wodurch der an einer Randkante der Doppelpyramide liegende
Keil bestimmtist, dessenCosinus im reguliren Oktaeder =+ wird.

Ist endlich 7 der an einer Seitenkuante liegende Keil der Dop-
pelpyramide, so wird wegen cos y = cos 9* 4 sin 9= cos 1200, nach
Einsctzung der so eben angegebenen Werthe

i+ 6m?

bmi 4120

€08 y = —

womit sonach auch der Seitenkeil der Pyramide gefunden ist.




